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Sur les contractions de l'espace de Hilbert. II. 
Par BÉLA SZ.-NAGY à Szeged. 
1 . 
Dans la Note précédente [1] (voir aussi [2], [3], [4]) nous avons démontré 
que pour toute contraction T de l'espace de Hilbert il existe, dans un 
espace de Hilbert plus vaste 51, une transformation unitaire U telle qu'on ait 
( 1 ) r ^ p r U " ( n = 0 , ± 1 , ± 2 , . . . ) 2 ) 
et que .<t soit sous-tendu par les éléments de la forme U"h (A£i>); ces 
conditions déterminent U d'une manière univoque3). 
Dans ce qui suit on désignera la dimension de toujours par b, elle 
peut être un nombre cardinal quelconque, fini ou infini. 
On aurait croire que si l'on connaît le spectre de U on en peut tirer 
des informations sur le comportement de T. Or cela n'en est point le cas; 
en effet, M . SCHREIBER [ 5 ] vient de démontrer la proposition suivante: 
T h é o r è m e 1. Les transformations unitaires U qui correspondent aux 
contractions au sens strict T {c'est-à-dire telles que j| 71 j < 1) sont toutes unitai-
rement équivalentes à la même transformation unitaire, notamment à la somme 
orthogonale de b répliques de la transformation unitaire Vde l'espace L-{0, 2rr), 
définie par la formule 
V\u{(p)\ = e,<,,u(<p).,) -
' ) Nous n'envisagerons dans la présente Note que des espaces de Hilbert complexes, 
mais les résultats peuvent être étendus mutatis mutàndis aux espaces réels, cf. note4). 
2) Nous employons la notation T("}=T" pour n = 0 , 1 , 2 , . . . et 7"("> = 7"*1"1 pour 
n — — 1 , — 2, Pour deux transformations linéaires bornées, A de £> et B de M 
A = pr B veut dire que, pour tout élément h£io, Ah est la projection orthogonale de 
Bh sur £v 
3 ) A condition qu'on ne distingue pas entre l'es différentes réalisations du prolonge-
ment 9t de £>. 
••) D'ailleurs, en vertu du théorème de R I E S Z — F I S C H E R , V est unitairement équivalente 
à la „translation" —• dans l'espace P des vecteurs j c = {x* } (A: = 0, + 1 , ±2,...) 
A i 
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Dans sa démonstration, M. SCHREIBER se restreint au cas où b N0 et 
fait usage de la théorie de l'intégration forte des fonctions mesurables à 
valeurs dans un espace de Banach. La démonstration que nous allons donner 
diffère de celle de M . S C H R E I B E R principalement en ce qu'elle ne fait usage que 
des intégrales de fonctions ordinaires ; elle est valable pour b quelconque. 
Le résultat s'étend aussi au cas de plusieurs contractions. Contentons-
nous de le formuler seulement pour deux contractions 7i, 72 de l'espace de 
Hilbert On sait (cf. [3]) que si 7"„ T2 sont doublement permutables5), il 
existe, dans un espace plus vaste H, deux transformations unitaires permutables 
U u ¿/. telles qu'on ait 
(2) 7f'> Ti"* = pr U? U? (/»:, n2 = 0, ± 1, ± 2, . . . ) 
et que Ai soit sous-tendu par les éléments de la forme UU>"h (h Ç § ) ; le 
couple {Ui, U-,} est alors déterminé par le couple {7",, T2} de manière univo-
que"). Nous démontrerons le 
T h é o r è m e 2. Les couples {U¡, U2) de transformations unitaires qui 
correspondent aux couples {T,, r2} de contractions au sens strict, doublement 
permutables, sont tous unitairement équivalents au même couple, notamment 
à la somme orthogonale de b répliques du couple des transformations unitaires 
Vi, IA de l'espace ¿ ' [ (0 , 2ri) x (0, 2tt)], définies par les formules 
(3) Vju(<p1,9¿ = ei''iu(<p1,<p¿ ( 7 = 1 , 2 ) . 
Dans le second paragraphe de cette Note nous obtiendrons un résultat 
analogue pour les semi-groupes à un paramètre. 
D é m o n s t r a t i o n du t h é o r è m e 1. Soit r = || 7"|| < 1. Pour toute 
valeur réelle de <¡P posons 
(4) K(<p) =, ¿ <f T<n) = Re [(/ + e-"p T) {I—e* T)"1], 
>1 ~ - CO 
c'est .une transformation autoadjointe bornée de fonction continue en norme 
de <p (cela découle de ce que ||7"<n}|| ^ r1"1). Pour tout h on a, en posant 
h<f> = ([-e"pT)ih, 
<№) h,h) = Re«I + ei,pT)h<p, (l-e-iv T)hv) = ||M|2-||rM2; 
à composantes xk complexes et de norme ||x|j= | x k p j - < oc. On peut démontrer que 
dans cette forme le théorème est vrai aussi pour un espace ô réel : U est alors 
unitairement équivalente à la somme orthogonale de b répliques de la „translation" 
•H--K 
•"•) A et B sont doublement permutables si A est permutable avec S et S * . 
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vu que 
il en résulte que 
(5) c ^ M M Î ^ / z . ^ s i c ^ M ) 
avec les constantes positives 
1— r 1 
c2 = 1 1+r' 2 (1— r f 
Notons la conséquence suivante de la définition (4): 
2» 
( 6 ) . ^ é n * { K { < p ) h , h ' ) d < ? ^ ( T ( n \ h , h ' ) . 
0 
Cela étant, envisageons l'ensemble Êo, évidemment linéaire, des polynomes 
trigonométriques 
0(cp) = Z e " ; v f i n 
n 
à coefficients hn £ muni de la notion suivante de produit scalaire : 
•la 
( 7 ) (<z>,<z>') = ^ [ (®(<p),0'(>p))d9-2;(/in,K); 
o 
on a évidemment ( 0 , (P) s 0, et (<2>, @) = 0 seulement si 0 = 0, c'est-à-dire 
si 0 ( y ) = 0. iï0 est donc un espace préhilbertien. Soit $ l'espace hilbertien, 
complété de iî0-
Définissons dans if0 encore la forme bilinéaire symétrique suivante : 
(8) <0, = ¿ 0(<p), 0'{<p))dcp, 
0 
en vertu de (5) on a les inégalités 
Ci{0, 0)^<0,0>^ Ci{0, 0). 
Par conséquent il existe dans Ë une transformation autoadjointe D telle que 
(9) c J ^ D ^ c J , = 
Désignons par D 2 la racine carrée positive de D. 
La transformation 
(10) u l 0 ( < f ) ] = = e ' " 0 ( < P ) 
applique sur isométriquement, et elle se prolonge alors par continuité 
c) hn = 0 sauf pour un nombre fini d'indices n au plus. 
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en une transformation unitaire U de Si. De plus, U laisse invariante aussi 
la forme <0, 0"}, d'où il résulte par (9) que 
1 ± 
(11) LTDU=D, donc DU=UD, D2U=UD2. 
Faisons correspondre à chaque élément l'élément D 2 0 h ^ R où 
désigne la fonction 0h {(p) = h. Cette correspondance est évidemment 
linéaire, de plus elle est isométrique parce que, en vertu de (9), (8) et (6), 
on a 
2.T 
{ d ï 0 h , D^0h )=(D0h, <2V) = <<Z>„, 0h.y = -^-j(K((r)h, h')d<p = 
o 
= (7(0)A, h') = (h, h'). 
Cela justifie d'identifier h £ ¡q avec D '2 <Z>* Ç fi et de plonger de cette façon 
§ dans fi. 
Pour tout couple d'éléments h, h' Ç $ et pour tout entier n on obtient, 
faisant usage de (9), (10) et (6 ) : 
(<Unff, h') = [u" D^ 0H, D2 0h) = {D U" 0h, 0h ) = 
2.1 
o 
Puisque T(n)h est un élément de cette relation exprime que T{n)h est la 
projection orthogonale de U"h sur £> (sous-espace de 51), donc U vérifie (1). 
Observons encore que les éléments Unh n = 0, + 1 , + 2 , ' . . . ) 
sous-tendent l'espace fi. En effet, on a 
U"h = U"D- 0h = D2Un0h — D2 0n,i, où 0r,ih=0n,h(<p) = ei'"ph ; 
or les D-0n,h sous-tendent D2Ha et alors aussi D 2 f i , mais on a Z?'-fi = fi 
-L i . 
parce que D2, ayant la borne inférieure positive cx2, admet une inverse 
partout définie. 
La transformation unitaire U que nous venons de construire est donc 
celle qui correspond à la contraction Tau sens précisé au début de cette Note. 
Reste à prouver que U est unitairement équivalente à la somme 
orthogonale de b répliques de la transformation unitaire V de. l'espace 
L- = L?(0, 2n). Or, soit {gajû.çe un système orthonôrmal complet d'éléments 
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de l'ensemble ß des indices étant de puissance b. Envisageons la somme 
orthogonale 
S = ^ © ¿ â 
de b répliques de l'espace L2; les éléments de 2 sont les vecteurs 
a = £i&u„ 
où uM = ua{cp) £ Ll et 
. . .9 . 
< oe. 
/.» y • 
(La dernière condition implique que ua = 0 sauf pour un ensemble au plus 
dénombrable d'indices w.) Faisons correspondre à tout élément 
0=0(<p) = £ e^f hn € Ao n 
le vecteur u £ 2 ayant les composantes 
-L - J -
= u„(4>) = (2^0 " (#(<?), g») = (2it)"2 Ze"""(hn, gu). 
n 
Cette correspondance, évidemment linéaire, est aussi isométrique : 
n n U> U> rv 
2 n 
o> J n tu 
0 
En particulier pour 0{(p)=ë""f gt on a = 0 pour a> =(= r et u, = (2 j t ) 2 e""'5; 
comme les fonctions eimv sous-tendent l'espace L\ il s'ensuit que les u € S 
correspondant aux 0 £ iïo sous-tendent l'espace S. La correspondance iso-
métrique 0->-+ u s'étend alors par continuité aux espaces Jï et 8 tout entiers. 
Lorsque ©«<*,, on a ¿ " © o ù avec u'a(<p) = efUu((p)r 
il) b) 
fait qui est immédiat pour 0 £ iî0 et s'étend alors à tout 0 £ $ par continuité. 
Cela achève la démonstration du fait que U est unitairement équivalente 
à la somme orthogonale de b répliques de la transformation unitaire V de 
l'espace L1, multiplication par ë*. 
D é m o n s t r a t i o n du t h é o r è m e 2. Soient 7"lf T2 deux contrac-
tions au sens strict de l'espace doublement permutables. Les transformations 
correspondantes K^tfi), A"2(<jp2) sont alors permutables pour des valeurs quel-
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conques des paramètres; les inégalités c^I ^ Kj(<p) s cyI ( c i > > 0 ; y = 1, 2) 
entraînent que 
cnc,J ^ /(ifa,) A ^ ) ë c21cK/. 
En effet, on a p. ex. 
(A"i (yi) Ki((pz) h, h) = (tfifo.,) Af(9>2) h, KÎ(<p2)h) s 
S cu Ul(T2) A, /if (92) h) = C11 (/^2(92) h, h) iÈ en Ci2 (/?, A). 
Le reste de la démonstration se transporte sans difficulté du cas d'une 
seule contraction. 
2. 
Envisageons maintenant le pendant „continu" du problème, cf. [1], [2], 
[3]. A l'analogie de (1), la représentation 
( 1 2 ) 7 ( 5 ) = pr U ( s ) ( — 0 0 < s < ° ° ) 
est possible pour tout semi-groupe à un paramètre {7\s)} ( 0 ^ f s < ° ° ) , 7 ) 
faiblement continu, de contractions de l'espace de Hilbert § ; U(s) est un 
groupe à un paramètre, fortement continu9), de transformations unitaires d'un 
espace plus vaste Si, sous-tendu par les éléments de la forme U(s)h 
{(J(s)\ est déterminé par {T(s)} d'une manière univoque9). 
La question se pose si, à l'analogie avec le fait affirmé par le 
théorème 1, les groupes {¿/(s)} correspondant de cette façon à des semi-
groupes {7 ( s ) } différents peuvent être unitairement équivalents. 
Rappelons le théorème de HILLE et YOSIDA1 0) suivant lequel les semi-
groupes {7 ( s ) } de type envisagé se caractérisent par le fait qu'ils ont comme 
génératrice une transformation linéaire A, à domaine dense, fermée mais en 
général non bornée, et satisfaisant à la condition suivante: 
Condition (a). /—s A admet, pour tout s > Ô, l'inverse partout définie et on a 
I K / - ^ ) - 1 ! ! ^ ! . 
•) On pose T(s) = [7"(—s)]* pour s < 0 ; 7 ( 0 ) = /. 
s ) Cela entraîne que { T ( s ) \ est aussi fortement continu, ce qui est d'ailleurs une 
conséquence aussi des théorèmes 9.2.2 et 9.4.1 de [6]. Continuité est toujours entendue 
aussi au point' s = 0. 
'•') A condition qu'on ne distingue pas entre les différentes réalisations du prolon-
;v>nent â de £>. 
1(l) Cf. [6], théorème 12.2.1, ou [7], nO 143. 
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Cette caractérisation de la génératrice d'un semi-groupe fortement con-
tinu de contractions est valable même pour un espace de Banach quelcon-
que. Nous allons démontrer que dans un espace de Hilbert la condition (a) 
est équivalente à la suivante: 
Condition (b). I—A admet l'inverse partout définie et on a 
¡ ( ( / ^ ( / - ^ - ' ¡ l ^ l . 
La démonstration sera fondée sur le . théorème de VON NEUMANN 
affirmant que 
( 1 3 ) M r ) | j . 3 i m a x \u(z)\ 
m^imi 
pour toute transformation linéaire bornée T de l'espace de Hilbert et pour 
toute fonction u(z) de la variable complexe z = x + iy, holomorphe dans un 
domaine contenant le disque |z| '̂||7"|| dans son intérieur. Plus tard nous 
ferons usage aussi du théorème voisin de HEINZ, affirmant que, sous les 
mêmes conditions, 
(14) [ min Re u(z)]I s R e u ( 7 ) ^ [ max Reu(z)]/. " ) 
M=IITII. M s i m i 
D é m o n s t r a t i o n de l ' é q u i v a l e n c e . 
(a) entraine (b). Par hypothèse, Bt^(I— s A)"1 ( î > 0 ) est partout définie 
et En particulier, (I—A)'1, et alors aussi C — (I+A)(I—A)'1 sont 
partout définies. Or on a 
= { [ ( 1 + t ) B t - 1 ] ( I - e A ) } { [ / - ( 1 - s ) B . ] ( I - e A ) } ' 1 = 
= [(1 + s) B. - / ] [ / - (1 -e) &]1 = 
avec 
1— ( 1 — f ) z " 
Pour 0 < s < 2 cette fonction a son seul point singulier à l'extérieur du cercle 
unité, et sur ce cercle on a 
]u(=w 0+^-2(1+^+1 z = x + iy) 
l u « w l - ( l _ e ) » _ 2 ( l _ i ) j c + l 1 , 2 + 
Le maximum de cette fonction sur le segment —1 ^ x ^ + l est atteint au 
» ) Nous renvoyons le lecteur pour des démonstrations de ces théorèmes à [7], 
no 153, ou à [3], § 4 , où ces théorèmes apparaissent comme des conséquences simples 
de la représentation (1) des puissance; d'une contraction. 
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point x — —1 et 
max|u,(?)| = - J ± ± (0 < « < 2), 
par conséquent on a en vertu de (13) 
||-0||_—||«.№>ll ^ 
Faisant tendre e vers 0 ii en résulte que ||C||^1, c. q. f. d. 
(b) entraîne (a). Par hypothèse faite, B = (I+A)(I—A)'1 est définie 
partout et ||fl||s 1. Partons de la relation évidente 
(.l—A)"' est partout définie puisque B l'est, et ( 1 — e)B + (1 +«)/ = 
= (1 + admet, pour é > 0 , une inverse partout définie et bornée, 
I 1 £ 
< 1. Il s'ensuit que I—sA admet, pour s > 0 , 1—•* o 1 — « parce que g _ 
l'inverse partout définie 
(I-tA)'1 = 2 ( / - 4 ) 1 [ ( l - £ ) B + ( l +b)I)-\ 
Comme on a 
2(I-A)l = [(I-A) + (l + A)](I-Ayl = I + B, 
il en résulte que 
(/—eA)'l~vi(B) 
avec 
Le seul point singulier de cette fonction est situé à l'extérieur du cercle 
unité, et sur ce cercle même on a 
, , \ 1 + 2 X + 1 1 +x ^ 
( 1 — f ) 2 + 2 ( l — + (1 jc> = ' 
puisque - l g j s l . En vertu de (13) on a donc ||(/—«4)'1 || = |jVi(fî)|| s 1, 
c. q. f. d. 
Dans ce qui suit nous envisagerons seulement le cas où la condition 
(b) est vérifiée avec le signe d'inégalité. En posant b = ||(/+>4) (/—.d)"1!! 
on aura dans ce cas 
l l ( / - M ) i r l l ^ ô | l ( / - 4 ) i r l l 
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pour tout g de la forme (/—A)~*h, donc pour tous les éléments g du do-
maine de définition de A. Cette inégalité entraîne que 
l l ^ l l — 1 И + 
d'où il résulte que 
1И*И 11*11-. 
Comme A est fermée et de domaine dense, il s'ensuit que A est définie par-
tout et qu'elle est bornée. 
Pour mieux élucider la nature de notre condition, établissons-en quel-
ques formes équivalentes. 
L e m m e 1. Pour une transformation linéaire bornée A de l'espace 
§ de Hilbert les conditions suivantes sont équivalentes l'une à l'autre: 
(a) I—A admet une inverse partout définie et j | ( / + Д ) ( / — < 1 ; 
(/У) il existe un b< 1 tel que ||(/+Л)Л|| ^ b\\(I— Л)Л|| pour tout h £ £>; 
(y) H existe un c> 0 tel que Re A ^ —cl; 
(d) il existe un d>0 tel que \\A + dI\\< d. 
D . é m o n s t r a t i o n . On procédera par la chaîne logique («) —• (/?) —• 
—* (y) ~~* ~> («)• La première implication est évidente. 
(P) entraîne (y). Puisque ||(/ ± Л)Л||а = ||A ||2 ± 2 Re (Ah, h) +1| Ah\f, il 
s'ensuit de (/3) que 
l l ^ l f + 2 Re (Ah, Л) + ||ЛЛ||2 ^ ¿>2[||Л||"—2 Re (Ah, h) + 
^63[||ЛЦ-—2 Re (ДЛ, Л)] 
d'où il résulte que 
1 1—¿r* 
R e ( A h , h ) ^ — c I avec c = - j } ^ . 
(y) entraîne (d). Posons rf=|| A||2Дг. On a alors pour tout h £ ip 
|| (A + dl)h\f = || Л Л ||2 + 2 d Re (A h, h) + rf2|| h ||2 si 
^(\\A\\2-2dc + d*)\\htf = (dn--dc)\\h\f, 
donc 
\\A + dI\\^(d-—dc)- <d. 
(d) entraîne (a). On a par hypothèse \\A + dl\\ = r <d: Le disque 
\z-\-d\^r étant situé dans l'intérieur du demi-plan ¡gauche, ses points véri-
fient l'inégalité |1+г|< |1—z\, et par conséquent la fonction j z i j a s u r 
ce disque son maximum < 1. Il s'ensuit alors du théorème de VON NEUMANN, 
que la transformation (I+A)(I—A)"1 existe et sa norme est inférieure к ' \ Г 
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Le lemme est ainsi démontré. 
Voici encore quelques conséquences de la condition (d). 
L e m m e 2. Pour tout A vérifiant la condition (d) on a 
<15) ||e,A!| ^ e~"' (s s 0) 
avec une constante a > 0, les points de l'axe imaginaire appartiennent à l'en-
semble résolvant de A, et la résolvante 
R(l) = (lf—i4)"' 
vérifie les inégalités 
( 1 6 ) - j ^ / i R e ^ g - ^ / ( — o o < y < o o ) 
avec des constantes positives c,,c2. 
D é m o n s t r a t i o n . De la condition \\A + dI\\ = r<d il s'ensuit par 
(13) que pour s g 0 on a 
Ile-"'4!! = max \eK\ — e-(i-r*. 
D'autre part, la fonction (icp—z)'1 est, pour <p réel, régulière sur le disque 
¡¿ + î/| S a, et sa partie réelle, —x\irp—z\'2, y vérifie les inégalités 
( \ d~~r ^ -y ^ d + r 
a W ^{\i<p + d\ + rf = \i<p—z|2 = (|/7/> + d| — r f 
Ces fonctions a(<p), ¿>(<¡P) sont positives, continues, et leurs produits par 1 
tendent pour (p —*• oo vers les limites positives d + r. Il s'ensuit qu'il existe 
des constantes positives ci,c2 telles que 
En appliquant (14) il en résulte (16). 
Après ces préliminaires formulons notre 
T h é o r è m e 3. Les groupes unitaires {U(s)} correspondant aux semi-
groupes {7(s)} de contractions de l'espace de Hilbert § dont les génératrices A 
vérifient les conditions du lemme 1, sont tous unitairement équivalents au même 
groupe unitaire, notamment à la somme orthogonale de b répliques du groupe 
unitaire {V(s)} de l'espace ¿ - ( — o o , oo), défini par la formule 
V(s)[u (cp)] = e',v u(<p). 
D é m o n s t r a t i o n . Le semi-groupe {7 (s ) = e"1} (s ^ 0) vérifie l'iné-
galité (15) avec a > 0, ce qui assure la convergence en norme de l'intégrale 
J e-isfT{s)ds; 
o 
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cette intégrale est égale à R(iy) = (i<p—A)'\12) Puisque [7(s)]* = T(—s), 
il en découle que 
2 Re R(itp) = J e-"* T(s)ds. 
2 
— (Re R(i<p)h, h') est donc la Pour tout couple h, h' € Sq la fonction v(q) = 
transformée de Fourier de la fonction ( T ( s ) h , h ' ) . Les inégalités (.16) entraî-
nent que v(<p)(-L(—«>, <»), et comme de plus (T(s)h, h') est fonction con-
tinue de s, on peut appliquer le théorème d'inversion de Fourier: 
œ œ 
(17) (T(s)h, h') = J" é<t°v{cp)dcp = l ' J e-*»(Re R(i<p)h, h ' ) d 9 . 
-œ -oo 
Cela étant, désignons par il,, l'ensemble, évidemment linéaire, des poly-
nomes trigonométriques non nécessairement périodiques 
v 
à coefficients 1S) muni de la notion de produit scalaire: 
oo 
(18) ( 0 , <£') = ( (®(<P), &(<P))drn(<p) avec dm(<p) = [n(l + (p2)]ld<p ; 
-*co 
on a évidemment (0,0)^0, et (0,0) = 0 seulement si 0 — 0, c'est-à-dire 
si 0(cp) = 0. Ai,, est donc un espace préhilbertien ; soit ít son complété. 
Définissons sur encore la forme bilinéaire symétrique suivante: 
CJ 
(19) < i » , 0 ' > = l j ([Re R(i<p)) 0(<p), 0'(<p))dtf! ; 
- œ 
la convergence de cette intégrale découle aisément des inégalités (16), de plus 
celles-ci entraînent que 
c , ( 0 , 0 ) ^ <<P, 0 > ^ Cî(0, 0 ) . 
Par conséquent il existe dans ft une transformation autoadjointe D telle que 
( 2 0 ) c J ^ D ^ Coi, < 0 , 0'y — (D 0 , 0 1 ) ; 
i 
soit D - la racine carrée positive de D. 
•s) Cf. [6], théorème 11.6.1. 
13) hy — 0 sauf pour un nombre fini de valeurs réelles v au plus. 
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Pour s réel, définissons sur fi„ la transformation U(s) par la formule 
(21) .U(s)[®(<p)] = ei"P®(<p); 
U(s) applique Si0 sur ,U„ de manière isométrique et se prolonge alors par 
continuité en une transformation isométrique de fi sur fi, donc en une trans-
formation unitaire de fi. En sa dépendance de s, elle jouit évidemment de 
la propriété de groupe. Elle laisse invariante aussi la forme <(0, 0'y (sur fi0), 
d'où il s'ensuit qu'elle est permutable avec D et alors aussi avec D-. 
i 
Faisons correspondre à chaque élément A £ $ l'élément D - 0 t t ^ 9 L où 
0h désigne la fonction constante 0k((p) = h. Cette correspondance est évi-
demment linéaire, de plus elle est isométrique parce que, en vertu de (20), 
(19), (18) et (17) on a 
[ d 2 0 h , . D 2 0 - ] = { D 0 h , 0 h ) = ^ J ([Re R(i<p))h, h')dcp = 
= (7X0)-M') = ( M ' ) . 
i 
Il est donc légitimé d'identifier h £ $ avec D20h€&: § devient ainsi un 
sous-espace de fi. 
Faisant usage de (21), (20), (19) et (17) on obtient que 
(U(s)h, h') = {u(s)D2 0h, D1 J = (DU(s) 0>,, 0h ) = 
CD 
= ¿ J <[ReR(i<p)]e i srh,h )d<p = (T(s)h,h'); 
- C D 
vu que 7"(s)A£.Ç> cela exprime que T(s)h est la projection orthogonale de 
U(s)h sur L'équation (12) est donc vérifiée. 
Les éléments de la forme U(s)h (hdS>) sous-tendent l'espace fi. En 
effet,- on a 
J. 1 J. 
U(s)h = U(s)D - 0h = D 2 U(s) 0h = D - 0«, k 
i - . i 
avec 0,1h(<p) = é3i'h, or les éléments D - 0s,h sous-tendent évidemment/)2 
J. J. -L 
et alors aussi D 2 f i , mais D'-k coïncide avec fi puisque D2, ayant la borne 
inférieure positive c f , admet une inverse partout définie. 
Cela achève la démonstration du fait que le groupe {¿/(s)} que nous 
venons de construire correspond au semi-groupe {T(s)} au sens précisé au 
début de ce paragraphe. 
Contractions de l'espace de Hilbert. 13 
Reste à prouver que {£/(«)} est unitairement équivalent à la somme ortho-
gonale de b répliques du groupe unitaire {V(s)} de l'espace Li = Lr(—°o,°o). 
Soit {g a } u eQ un système orthonormal complet dans Envisageons la somme 
orthogonale 
8 = y, @Ll ' 
de b répliques de l'espace ¿ a ; les éléments de £ sont les vecteurs 
u> 
avec i/» = £/«(?>)€ L2 et 
CD 
u u . 
(//„ = 0 sauf pour un ensemble au plus dénombrable d'indices). Faisons 
correspondre à 
0 = 0{rp) = £ ë r v h r 6 i£„ 
.le vecteur 8 avec les composantes 
u« = ua(<p) = 1 ( 0 ( 9 ) , g . ) = n 2 V " * ( / z „ 
Cette correspondance, évidemment linéaire, est aussi isométrique: 
CD œ 
- œ - œ " 
co CD 
= f ! î / 0 ( y ) = X j | M y ) i 2 r f 9 D = . Z ' l l M : ! = = : ! " ! Î ' -
-'(D W U -00 " 
En particulier, à 0 = 0(<p) — ë^g, il correspond le vecteur u.avec 
uM = 0 pour u r = . - - e""?. ^ M n-9") 
1 
Or les fonctions [ ^ ( l + y ' ; ] 2e"' , í , (*' réel quelconque) sous-tendent l'espace 
L-(—oo,oo). u ) || en résulte que les « Ç 8 correspondant aux <Z>€&o sous-
tendent S. La correspondance isométrique 0 * — u s'étend alors par continuité 
U) En effet, soit i-(gc) une fonction £ ¿ - ( - o o , <x), orthogonale à [«(1 - f <p2)r V " J P 
pour tout v réel. Cela veut dire que la fonction »(«p) — [ " ( ' + y2)] 2 v { f ) a sa transformée 
de Fourier identiquement égale à 0. Puisque w(<f>)£L2, cela entraîne que w(tp) = Q presque 
partout, donc aussi v(<p) = 0 presque partout. 
14 B. Sz.-Nagy : Contractions de l'espace de Hilbert. 
aux espaces et S tout entiers. Lorsque on a 
Ci> (i) 
avec ui(<f) = eLsfua((p), fait qui est immédiat pour et s'étend alors 
à tout 0 Ç & par continuité. 
Cela achève la démonstration de ce que {U(s)} est unitairement équi-
valent à la somme orthogonale de b répliques de {^(s ) } , c'est-à-dire la dé-
monstration du théorème 3. 
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